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1. Problema 1

a) Determinantul matricei asociate sistemului este

∆ =

∣∣∣∣∣∣
a b c
c a b
b c a

∣∣∣∣∣∣ adunăm a doua şi a treia linie la prima

=

∣∣∣∣∣∣
a + b + c a + b + c a + b + c

c a b
b c a

∣∣∣∣∣∣
= (a + b + c)

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
c a b
b c a

∣∣∣∣∣∣ folosim regula lui Sarrus

= (a + b + c)(a2 + b2 + c2 − ab− bc− ca)

b) Sistemul este compatibil determinat când ∆ 6= 0. În acest caz sistemul are o unică
soluţie. Cum coeficienţii lui y sunt exact termenii liberi ai sistemului, rezultă că
x = 0, y = 1, z = 0 este acestă unică soluţie. Binêınţeles putem folosi şi metoda

lui Cramer ca să găsim această soluţie.

c) Deoarece a, b, c ∈ R şi a2 +b2 +c2−ab−bc−ca =
1

2
[(a−b)2 +(b−c)2 +(c−a)2],

iar o sumă de pătrate perfecte de numere reale este 0 doar când toţi termenii sunt
zero, rezultă că a− b = b− c = c− a = 0. Această condiţie revine la a = b = c şi
substituind ı̂n sistem, acesta va consta ı̂n trei ecuaţii identice: ax + ay + az = a.
Scriind această ecuaţie sub forma a(x + y + z − 1) = 0, distingem cazurile:
Cazul a 6= 0.

In acest caz se impune ca x+y + z−1 = 0⇔ z−1 = −x−y. Condiţia supli-

mentară devine x2 + x + y2 + y = 0. Scriem acestă relaţie sub forma

(
x +

1

2

)2

+(
y +

1

2

)2

=
1

2
şi observăm că pentru orice t ∈ R, x =

√
2

2

(
cos t− 1

2

)
,

y =

√
2

2

(
sin t− 1

2

)
satisfac relaţia deci există o infinitate de soluţii ce satisfac

condiţia din enunţ.

2. Problema 2

a) Cum fiecare dintre a, b şi c poate lua 4 valori ı̂n Z4, există 4 · 4 · 4 = 64 , matrice

de forma

(
a b

0̂ c

)
.

b) Matricea A =

(
2̂ 0̂

0̂ 1̂

)
are determinantul det A = 2̂ 6= 0̂, dar det(A2) = (det A)2 =

2̂2 = 0̂.
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c) Fie X =

(
x y

0̂ z

)
∈ G astfel ı̂ncât X2 =

(
1̂ 0̂

0̂ 0̂

)
. Făcând ı̂nmulţirea, avem

X2 =

(
x2 y(x + z)

0̂ z2

)
, deci condiţia din enunţ revine la următorul sistem

x2 = 1̂

z2 = 0̂

y(x + z) = 0̂

⇔


x ∈ {1̂, 3̂}
z ∈ {0̂, 2̂}

y(x + z) = 0̂

Observând că x + z poate lua doar valorile 1̂, 3̂ care sunt inversabile, din a treia
ecuaţie rezultă că y = 0̂. Atunci matricea X poate lua 2 · 1 · 2 = 4 valori.
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