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1. Problema 1

«

a .
(0 1). Fie A, B € G.
Exista atunci a,b > 0 si a, 3 € R astfel incat A = X (a, ), B = X(b, ). Atunci

AB = X(a,0)X (b, 8) = <3 j“) <8 ff) _ (%b W “) — X(ab,aB + a)

Cum ab > 0, rezulta ca AB € G.
b) Ludm C' = X(1,1) € G si D = X(2,1) € (. Folosind relatia demonstrat3 la
punctul a) avem
CD = X(1,D)X(2,1)=X(1-2,1-1+1) = X(2,2)
DC = X(2,1)X(1,1)=X(2-1,2-1+1) = X(2,3)
deci C'D # DC.
c) Cum A € GG, existd a,a € R, a > 0 astfel ca A = X (a, ). Calculdm mai intai

2o (@ o) (e a) a® aa+ «
- \0 1/\0 1) \O 1
si avem
B > _ (1 0\ [a « a® av+a) [(l—a+dad® aa
L-—A+A" = (0 1) <0 1>+<0 )= o I

Pentru ca aceast3 matrice s3 fie in (7 este necesar si suficient ca 1 — a + a” s3
fie strict pozitiv, ceea ce este o consecinta a faptului ca functia de gradul doi

a) Pentru simplitatea scrierii vom nota cu X (a, o) matricea

[:R—TR, f(a)=1—a+ a’ are valoarea minim3 1> 0.

2. Problema 2

a) Prima solutie. Cunoscind toate radacinile polinomului, il putem scrie sub forma
(2= 21)(7 —23)(x —3) = (= )2 +2) = (12— 20+ 1)(z+2) = 2% — 3z +2.
Rezults c8 |a =0, b= -3, c = 2]

A doua solutie. Conform relatiilor lui Viete, avem

a = —(I1+I2+Igg):—(l+1—2):0
¢c = —mmewrg=—1-1-(=2)=2

b) Prima solutie. Reamintim c3d dacd un polinom cu coeficienti rationali are radacina
m+nvd, cum,n,d e Qsidé¢ Q, atunci are si ridicina conjugatd m — n+\/d.
Cum f este polinom cu coeficienti rationali si are ridicina z; = /2, admite si
radacina o = —+/2. Folosind prima relatie a lui Viete, 1 + x5 + 13 = —a &
V2 = /2 + 13 = —a, deducem c3 25 = —a € Q.

A doua solutie. Faptul c3 \/2 este ridicind a lui f revine la f(/2) = 0 <
2v/242a+bv/2+c = 0. Scriem aceast3 relatia sub forma /2(b+2) + (2a+c¢) = 0
si deducem ca b+ 2 = 2a + ¢ = 0. ¥ [detali]
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2a+ ¢
Dacd b+ 2 # 0 atunci V2 = —
7 unci v/2 b+2

Deci b = —2 si ¢ = —2a. Polinomul se scrie f = X3 +aX? —2X — 2a =
X%(X +a) —2(X +a) = (X +a)(X?—2) si evident are ridicina rationald —a.
Presupunem ca f admite o radacind intrega p. Atunci existda un polinom ¢ cu
coeficienti intregi astfel incat [ = (X — p)g si prin urmare f(0) = —pg(0) si
f(1) = (1—p)g(1) sunt numere impare. Rezultd cd —p si 1 —p sunt numere impare.
Contradictie, caci —p si 1 —p sunt numere ntregi consecutive. Presupunerea facutd
este deci falsa.

Comentariu. Nu am folosit faptul ca f este de gradul 3, sau cd are coeficientul
dominant 1. Aceasta proprietate este valabila pentru orice polinom cu coeficienti
intregi.

€ Q cici a, b, c € Q. Contradictie.




