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1. Problema 1

a) Pentru simplitatea scrierii vom nota cu X (a,b) matricea E)L ll) . Fie A, B € G.

Exista atunci a,b > 0 si o, J € R astfel incat A = X (a, ), B = X(b, ). Atunci
a o\ (b ab af+ «
AB—X@¢WW&@—<0]><O?>—<O v )—Xmmm+a)

Cum ab > 0, rezulta ca AB € G.
b) Ludm C' = X(1,1) € G si D = X(2,1) € GG. Folosind relatia demonstratd la
punctul a) avem
CD = X(LD)X(2,1)=X(1-2,1-1+1)=X(2,2)
DC = X(2,1)X(1,1)=X(2-1,2-1+1) = X(2,3)
deci C'D # DC.
c) Cum A € G, existd a,a € R, a > 0 astfel ca A = X(a,«). Facem calculele
urmatoare
A? = X(a,0)X(a,a) = X(a* aa + @),
AP = A% A= X(a* aa+ )X (a,a) = X(a*, d*a + aa + @)
Se observa si se poate demonstra prin inductie ca

A" = X(a", a" o+ a"a+ ... +aa+ Q)

Atunci
Ty— At A — A3 4 .. — A2007 | 42008
10\ <X [a" *
- (1))
k=1
l—a+a®>—a®+...—a?07 4 2008 *
= 0 1—-1+1—-1+...—1+1
2009 de 1
l—a+a®>—a®+...—a*0" 4 q20% 4
0 1

Prin x intelegem faptul cd nu ne intereseaza acel element. Pentru ca aceasta
matrice s3 fie in G este necesar si suficient ca 1 — a + a* — a® + ... — a??7 4 29
sa fie strict pozitiv. Or pentru @ # —1 (si @ > 0 in cazul de fat3d ) folosind

formula sumei primilor termeni ai unei progresii geometrice de ratie —a, avem

2009
1—a+a2—a3+...—a2007+a2008:Hia>0.
1+a

2. Problema 2

a) Prima solutie. Cunoscind toate radacinile polinomului, il putem scrie sub forma
(2= 21)(7 —22)(x —3) = (£ — )2 +2) = (17— 20+ 1)(z+2) = 2% — 3z +2.
Rezults c8 |a = 0, b= -3, c = 2]
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b)

A doua solutie. Conform relatiilor lui Viete, avem

a = —(r1+awy+x3)=—(1+1-2)=0
b = xmg+axixg+asxg=1-14+1-(=2)+1-(-2)=-3
¢c = —mmorg=—1-1-(=2)=2

Prima solutie. Reamintim ca daca un polinom cu coeficienti rationali are radacina
m+nvd, cum,n,d e Qsivd ¢ Q, atunci are si rad3cina conjugatd m — nVd.
Cum f este polinom cu coeficienti rationali si are ridicina z; = /2, admite si
rid3cina 1o = —/2. Folosind prima relatie a lui Viete, 1 + 29 + 23 = —a &
V2 = /2 + 13 = —a, deducem c3 15 = —a € Q.

A doua solutie. Faptul ci /2 este ridicind a lui [ revine la )‘(\/i) =0<&
2v/24-2a+b\/2+c = 0. Scriem aceast3 relatia sub forma /2(b+2) + (2a+¢) = 0
si deducem ca b+ 2 = 2a + ¢ = 0. V|[detalii]

Daca b + 2 # 0 atunci V2 = beaj;

Deci b = —2 si ¢ = —2a. Polinomul se scrie f = X° + aX? —2X — 2a =
X?(X +a)—2(X +a) = (X +a)(X?—2) si evident are r3dicina rationald —a.
Presupunem ca f admite o radacind intrega p. Atunci exista un polinom ¢ cu
coeficienti intregi astfel incat [/ = (X — p)g si prin urmare f(0) = —pg(0) si
f(1) = (1—p)g(1) sunt numere impare. Rezultd cd —p si 1 —p sunt numere impare.
Contradictie, caci —p si 1 —p sunt numere intregi consecutive. Presupunerea facuta
este deci falsa.

Comentariu. Nu am folosit faptul ca f este de gradul 3, sau c3 are coeficientul
dominant 1. Aceasta proprietate este valabild pentru orice polinom cu coeficienti
intregi.

€ Q cdci a, b, c € Q. Contradictie.




