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1. Problema 1

a) Scazand un multiplu al unei linii din celelalte linii obtinem o matrice cu acelasi
a b c
rang cu cea initiald. Atunci A are acelasi rang cu matricea | 0 0 0 | (am scdzut
0 00
dublul primei linii din a doua si triplul primei linii din a treia). Este evident acum
ca rangul acestei matrice este , deoarece a # 0.

1
c) Stim cd b) era Tnainte de c) dar este mai simplu asa. Luam K = [ 2| si L =
3
(a b c¢)siavem
1 a b c
KL=12 (a b c): 20 2b 2c| =A.
3 3a 3b 3c

1
b) S5 observim mai intdi ¢§ LK = (a b ¢) | 2| = (a + 2b+ 2¢) (matrice cu o
3

linie si o coloand). Notdm d = a + 2b + 3c¢. Folosind punctul ¢) si asociativitatea
inmultirii matricelor, avem A? = A- A = (KL)(KL) = K(LK)L =d- KL = dA.

2. Problema 2

a) Putem face calcule directe, dar preferdm o abordare diferitd care ne va ajuta si
la punctul urmator. Polinomul f are coeficienti reali, deci ca sa-l admita pe a ca
radacina, trebuie sa aiba si radacina a = \/3 + i. Folosind relatiile lui Viete, cum
a+a=2v3siaa = (/3)> —i®> = 4, polinomul de gradul doi cu coeficientul
dominant 1 care are rid3cinile a si @ este ¢ = X2 —2v/3X +4. Nu ne mai riméne
decat s3 observam c3

f = X*—4X?+16 = (X* +8X? +16) — 12X?
= (X244)>— (2V3X)? = (X? — 23X + 4)(X? 4+ 2V3X + 4)
= g-(X*+2V3X +4)
Cum g(a) =0, rezultd cd si f(a) = 0.
b) Ne intoarcem la factorizarea obtinutd la punctul a):

f=g (X>+2V3X +4)

uuuuu

doi X2 + 2v/3X + 4. Cu formula uzual3 deducem c3 acestea sunt —/3 — i Si
V3 + 4. V[detali]

. —2v3 £ 24
Discriminantul este A = (21/3)% —4-1-4 = —4 = (2i)? si ridcinile sunt V32

2

=3+
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In concluzie radacinile lui f sunt

T =V3—i, xa=V3+i, 13=—V3—1i, x,=—V3+i

c) Presupunem c3d [ este reductibil in Q[X|. Atunci existd h € Q[X] divizor al lui
f astfel incat gradul lui /i este nenul si strict mai mic decat gradul lui f si cu
coeficientul dominant 1.

Distingem cazurile

e dacd gradul lui / este 1 sau 3 atunci / are o radacina reald (caci orice polinom
cu coeficienti reali de grad impar are cel putin o rdd3cing real3) si in consecinta
[ are o rddacing reald. Contradictie cu radacinile lui f gasite la punctul b).

e dacd gradul lui /i este 2, atunci cum h este un divizor cu coeficienti reali, va
trebui s3 fie unul dintre polinoamele X? — 23X + 4 si X%+ 23X + 4.
Contradictie cu faptul ca h are coeficienti rationali.

Contradictiile obtinute demonstreaza ca presupunerea facuta este falsa.




