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1. Problema 1

a) Vom folosi relatiile lui Viete 1 + x5 = —1 si 2725 = 1. Atunci
1 1 1
detV = 1 1 T2 scadem prima coloana din a doua si din a treia

1 22 23
1 0 0

= 1 x;1—1 z9—1 dezvoltim dup# prima linie
1 22-1 22-1

xr, — 1 Ty — 1 '
= (_7;‘1 - 1)(1’1 i 1) (.75‘2 B 1)(1’2 + 1)’ factor comun pe fiecare din coloane
1 1

calculam determinantul

= (@ =Dl-1) r1+1 z9+1
[z129 — (27 + 22) + (22 + 1 — 21 — 1) = [1 — (=1) + 1](z2 — x1)
= 3(xe —11)

b Vom folosi faptul ¢ 7 — 1 = (z; — 1)(2? + 2, + 1) = 0 = 27 = 1. Analog,
x5 = 1. Atunci

c b oa\ (1 1 1 ctb+a c+bry+ar? c+bry+ ar
AV = la ¢ b 1 2y | =|a+c+b a+cry+bx? a+cwy+ brd
b a c 1 23 23 b+a+c b+aw,+cr? b+ azy+ crl

a+b+c ari+bri+c  axi+bry+c

= |a+b+c ard+bx?+cry azry+brs+ cry

a+b+c axi+bat+cxi axy+ brd + cal

9(1)  g(z1)  gla2)

= 9(1) x1g(w1) w99(72)

9(1) =zig(z1) x39(z2)

c) Adunind a doua si a treia linie la prima, scotand factor comun pe a + b+ ¢ si apoi
dezvoltand cu formula lui Sarrus, avem

c b a a+b+c a+b+c a+b+c
detA = |a ¢ b| = a c b
b a ¢ b a c
1 11
= (a+b+c)la ¢ b= (a+b+c)(a®+b*+c —ab—ac— be)
b a ¢

1
= 3la+d+9l(a=b)°+ (-0 +(c—a)]
Se vede usor acum ca det A = 0 daca si numai daca primul factor a + b + ¢ este

nul, sau al doilea factor este nul ceea ce revinelaa—b=b—c=c—a = 0, adica
a=0b=c.




15-4-2008 / versiune definitiva www.e-bacalaureat.com

2. Problema 2

a) In Z5 avem

>

0
1) = +1=[0]

b) Am vizut la punctul a) ¢ f(0) = f(1) = 0. Fiecare dintre f2), f(3), f(4) mai
poate lua cel mult cate o valoare distinctd dintre 1,2, 3,4, deci unul dintre aceste
elemente ale lui Zs nu va fi Tn imaginea lui f. in concluzie f nu este surjectiva.
Reformulare a solutiei. Am vazut la punctul a) cd f nu este injectivd. Dar
o functie intre multimi finite cu acelasi numar de elemente este injectiva daca si
numai daca este surjectiva. In concluzie f nu este surjectiva.

c) Descompunerea in factori primi ireductibili a lui [ este
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f=X'4AX =X'"-X=X(X} -1 = XX -DX>+X+1)|.

Pentru a incheia demonstratia trebuie s3 ardtim c3 polinomul ¢ = X2 + X + 1
este ireductibil. Presupunem ca ¢ este reductibil. Atunci ¢ are un divizor de gradul
intdi si cum Zs este corp, ar rezulta ca ¢ are o radacina in Zs. Dar

g(0) = 1#0
g(1) = 3#0
92) = 2#0
9(3) = 3#0
g(d) = 1#0

deci g nu are nici o radacina in Zs. Contradictia obtinuta demonstreaza ca pre-
supunerea facuta este falsa si g este ireductibil.




