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1. Problema 1

a) Vom folosi relaţiile lui Viète x1 + x2 = −1 şi x1x2 = 1. Atunci

det V =

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
1 x1 x2

1 x2
1 x2

2

∣∣∣∣∣∣ scădem prima coloană din a doua şi din a treia

=

∣∣∣∣∣∣
1 0 0
1 x1 − 1 x2 − 1
1 x2

1 − 1 x2
2 − 1

∣∣∣∣∣∣ dezvoltăm după prima linie

=

∣∣∣∣ x1 − 1 x2 − 1
(x1 − 1)(x1 + 1) (x2 − 1)(x2 + 1)

∣∣∣∣ factor comun pe fiecare din coloane

= (x1 − 1)(x2 − 1)

∣∣∣∣ 1 1
x1 + 1 x2 + 1

∣∣∣∣ calculăm determinantul

= [x1x2 − (x1 + x2) + 1](x2 + 1− x1 − 1) = [1− (−1) + 1](x2 − x1)

= 3(x2 − x1)

b Vom folosi faptul că x3
1 − 1 = (x1 − 1)(x2

1 + x1 + 1) = 0 ⇒ x3
1 = 1. Analog,

x3
2 = 1. Atunci

A · V =

c b a
a c b
b a c

1 1 1
1 x1 x2

1 x2
1 x2

2

 =

c + b + a c + bx1 + ax2
1 c + bx2 + ax2

2

a + c + b a + cx1 + bx2
1 a + cx2 + bx2

2

b + a + c b + ax1 + cx2
1 b + ax2 + cx2

2


=

a + b + c ax2
1 + bx1 + c ax2

2 + bx2 + c
a + b + c ax3

1 + bx2
1 + cx1 ax3

2 + bx2
2 + cx2

a + b + c ax4
1 + bx3

1 + cx2
1 ax4

2 + bx3
2 + cx2

2


=

g(1) g(x1) g(x2)
g(1) x1g(x1) x2g(x2)
g(1) x2

1g(x1) x2
2g(x2)


c) Adunând a doua şi a treia linie la prima, scoţând factor comun pe a + b + c şi apoi

dezvoltând cu formula lui Sarrus, avem

det A =

∣∣∣∣∣∣
c b a
a c b
b a c

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
a + b + c a + b + c a + b + c

a c b
b a c

∣∣∣∣∣∣
= (a + b + c)

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
a c b
b a c

∣∣∣∣∣∣ = (a + b + c)(a2 + b2 + c2 − ab− ac− bc)

=
1

2
(a + b + c)[(a− b)2 + (b− c)2 + (c− a)2]

Se vede uşor acum că det A = 0 dacă şi numai dacă primul factor a + b + c este
nul, sau al doilea factor este nul ceea ce revine la a− b = b− c = c− a = 0, adică
a = b = c.
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2. Problema 2

a) În Z5 avem

f(0̂) = 0̂n + 4̂ · 0̂ = 0̂

f(1̂) = 1̂n + 4̂ · 1̂ = 1̂ + 4̂ = 0̂

b) Am văzut la punctul a) că f(0̂) = f(1̂) = 0̂. Fiecare dintre f 2̂), f(3̂), f(4̂) mai
poate lua cel mult câte o valoare distinctă dintre 1̂, 2̂, 3̂, 4̂, deci unul dintre aceste
elemente ale lui Z5 nu va fi ı̂n imaginea lui f . În concluzie f nu este surjectivă.
Reformulare a soluţiei. Am văzut la punctul a) că f nu este injectivă. Dar
o funcţie ı̂ntre mulţimi finite cu acelaşi număr de elemente este injectivă dacă şi
numai dacă este surjectivă. În concluzie f nu este surjectivă.

c) Descompunerea ı̂n factori primi ireductibili a lui f este

f = X4 + 4̂X = X4 −X = X(X3 − 1̂) = X(X − 1̂)(X2 + X + 1̂) .

Pentru a ı̂ncheia demonstraţia trebuie să arătăm că polinomul g = X2 + X + 1̂
este ireductibil. Presupunem că g este reductibil. Atunci g are un divizor de gradul
ı̂ntâi şi cum Z5 este corp, ar rezultă că g are o rădăcină ı̂n Z5. Dar

g(0̂) = 1̂ 6= 0̂

g(1̂) = 3̂ 6= 0̂

g(2̂) = 2̂ 6= 0̂

g(3̂) = 3̂ 6= 0̂

g(4̂) = 1̂ 6= 0̂

deci g nu are nici o rădăcină ı̂n Z5. Contradicţia obţinută demonstrează că pre-
supunerea făcută este falsă şi g este ireductibil.
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