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a)

b)

1. Problema 1

Calculadm succesiv

o (1 23\ (1 2 3
@ = {31 2/\31 2
372_7123123 1 2 3
@ = ara=19 3 1)\3 1 2 1 23

Am vizut la punctul precedent c3 o = e. Atunci o?"® = (0?)*%.a = €%9.a = a.

Ecuatia de rezolvat se scrie o - = = ¢, adica trebuie sa aflam inversa permutarii
«. Pentru aceasta ori citim permutarea « incepand de la a doua linie si vom gasi

1 2 . . . . .
r=a!= (2 5 ?) , sau din relatia o® = e scrisi o - a? = ¢ deducem direct
1

cdr=a'!=ad
Listam pentru fiecare din cele 6 permutari din S3 numarul de inversiuni:

. o (12 , -
e permutarea identica <1 9 3> are O inversiuni

permutarea «v are 2 inversiuni, anume (31) si (32)

permutarea o are 2 inversiuni, anume (21) si (31)
2

1 . .
permutarea ( ) are 1 inversiune, anume (21)

2 3

1
permutarea <

3 3) are 3 inversiuni, anume (32), (31) si (21)

1

O DN DN

1 5 o) are 1 inversiune, anume (32)
Astfel suma numarului de inversiuni pentru toate permutarile din S3 este 0 + 2 +
24+1+3+1=[9]

Reamintim c3d functia signatura 7 : S35 — {—1,1}, definitd prin 7(0) =
(—1)™) unde m(c) este numirul de inversiuni ale permutsrii o, este un mor-
fism de grupuri, adicd 7(0102) = 7(09)7(09). Atunci signatura produsului tuturor

e permutarea

m(o)

permutdrilor din S5 este (—1)< = (—1)? = —1, deci produsul este permutare
impara.

2. Problema 2

Fie p numar natural prim. Conform teoremei lui Fermat, 27 = x pentru orice
T € L. Tn cazul particular p = 5 se obtine exact enuntul acestui punct.
Solutie alternativa. Ca sa evitati eventuale depunctari din poartea unui corector
zelos si unui barem incomplet, puteti pur si simplu examina cele 5 valori din Zs.
Astfel, deoarece 0° = 0, avem 05 = 0. Deoarece 1° = 1, avem 1° = 1 in
Zs. Deasemenea, din 2° = 32 = 6 -5 + 2, rezultd c3 25 = 92 1n Zs. Apoi, din
3% =243 = 485+ 3 rezulti 3 3° = 3 Zs. In final, din 4° = 1024 = 204 -5+ 4
rezulty ¢ 45 = 4 n Z-.

—_
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b)

Fie a € Zs. Prin calcul direct avem

2 2 2 - a2+21 da - a2 —1 —a
A(a) - < a)( a>_< da a2+21 N —a a?—1

Ala)* = Aa)?- Ala)? = <“2i ¢ ><“21 ;-

N>
> Q

—a a?—1
o a4—a2+i —Qa3+éa
—2a3+2a a*—a2+1
4 2 1 P} 5 5
= F—a*+1 —2a°+ 2a a 2
Ala)P = A Al)= (" 53 i) 5
(a) (a) (a) (—2a5+2a at—a®+1 2 a
- (1,5—(1/3+a,—21a3+21a 20/4—2(1,2%—?—?(1,4%—?0,2
T o\20* =202 +2-2a*+24> &P —aP+a—4ad+4a

{2\ @ (a 2\ _
- (2 )‘(2 a>—A<“>

Solutie alternativa. Scriem matricea A ca suma a doud matrice de o formd
particulara. Avem intr-adevar A = al, + B, unde [, = ((1) (i)) si B = (g g)
Ss observim c3 B> = 41, = —I, side aici B* = I, si B> = B. Cum C! = C¢ =5
si C2 = C? = 10, In dezvoltarea binomului lui Newton (putem s-o folosim cici
(aly) B = B(aly)) pentru A(a)” = (aly + B)° toti termenii vor fi nuli (suntem in
7Zs) cu exceptia primului si ultimului. Astfel A(a)® = (al,)° + B® = a°I, + B @
aly +b= A(a).

Fie a € Zs5. Folosind de mai multe ori la rdnd punctul b) avem

(A(@)™ = ((A()"))" = A(a)
(A(@)™ = ((A()*))*)" = A(a)

Atunci

(A(@)™ = ((A(a)™)- (A(a))"™ - (A(a))®

( (
(A(a)’ - Ala) - (A(a))® = (A(a))™ = ((A(a))*)* - (A(a))*
= (A(a))” - (A(a))” = (A(a))*
Trebuie atunci s3 determindm valorile lui a € Zs pentru care (A(a))* = A(a).
Inmultind cu A(a), obtinem A(a) = (A(a))® = (A(a))?. Egaland elementele
ce se g3sesc pe prima linie si a doua coloan3 a matricelor A(a) si (A(a))?, obtinem

~

2 = —a, de unde Tn mod necesar a = .

Deoarece det A(3) = (3)> — (2)> = 0, matricea A(3) nu este inversabil3.
Relatia (A(3))?> = A(3) nu este atunci echivalent3 cu (A(3))* = A(3), ci doar o
consecinta. Ramane deci sa verificam direct egalitatea celor doua matrice. Folosind
forma matricei (A(a))" din calculul de la punctul b), avem

4 _ —
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Deci a = | 3| este sigura valoare din Zj; care satisface relatia din enunt.




