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1. Problema 1

Vom prezenta doua rezolvari ale acestei probleme, astfel o puteti alege pe cea a carei
abordare va este mai familiara.
Prima rezolvare.
a) S3 notdm c3 [ este derivabild pe R si f/(z) = 32? + 1 > 0 pentru orice v € R.
Rezulta ca [ este strict crescatoare pe R si in particular injectiva. Astfel ecuatia

flx) =3+

are cel mult o solutie.
n+1

: 1 : o,
Pe de alt3 parte, observam c3 f(1) =3 < 3 + 1 < 11 = f(2). Functia f
n
fiind continua are proprietatea lui Darboux, deci existd un unic z,, € (1,2) astfel

1
ca f(z,) =3+ ——.
b) Am vazut la punctul a) ¢ z,, € (1,2) pentru orice n € N, deci sirul (x,,),cn este

1 1
marginit. Fie n € N. Deoarece f(z,) =3+ —— >3+ —— > 3 = f(1),
ginit. | . f(an) — —— f(1)
folosind iar proprietatea lui Darboux rezulta ca 1 < z,.; < x,. Am demonstrat

astfel ca sirul este strict descrescator. Fiind monoton si marginit, conform teoremei
lui Weierstrass, sirul (z,,),cn este convergent. Fie [ =lim z,. Trecand la limitd

1 ‘ n—oo
in relatia f(z,) =3+ ST obtinem > +1+1=3« (I—-1)(I*+1+2)=0.
n

Cum ecuatia de gradul doi [? + [ + 2 = 0 nu are rid3cini reale, rezults c3 [ = 1.
c) Vom rescrie relatia de definitie a lui z,, astfel:

24+, +1=3+
n+1

A 1
3
= s —1 :” — 1 —=
(In ) + (E ) n+1

1
n-+1

& (D@2 +a,+ 1)+ (v, — 1) =
n 1

= /n_l - :
n(@ ) n+1 22+x,+2

: ¢ 1 - n ¢ v 1 1
Folosind faptul ca lim z, = 1si lim = 1, rezultd c3 lim n(x,—1) =|-|
n—00 n—oo 1, + 1 n—oo 4

A doua rezolvare.

a) Vom demonstra cd [ este bijectiva.
Injectivitatea: Deoarece f'(x) = 3z% + 1 > 0, pentru orice x € R, rezulty c3 f
este strict crescatoare pe R. Ca o consecintd, [ este injectiva.
Surjectivitatea: Functia f este continud, deci are proprietatea lui Darboux. Cal-
culdm limitele urmatoare

lim f(z) = lim (®4+24+1)=-o00
lim f(z) = lim (2 +2+1) =00
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Atunci f ia toate valorile dintre —oco si 0o, deci f este surjectiva.
Fiind bijectiva, functia f este inversabil3. Fie f~': R — R, inversa functiei f.

Cum [ este inversabild, pentru orice n € N, ecuatia f(z) = 3 + 1 are unica
n
solutie z, = /= (3 + #1)
b) Cum f/(x) = 32* + 1 # 0, pentru orice © € R, conform teoremei de derivare a
1

inversei unei functii, rezulty cd /' este derivabild pe R si (1) (f(z)) =

f'(z)’

pentru orice = € R. in particular, f~! este continu3. Atunci

1 1
i o=l 1 (34 g ) = (i (34 5) ) = =

V [detalii]
Am folosit in final faptul 3 f(1) =3 < f~1(3) = 1.
c) Reamintim ¢§ z, = f! (3+ n}r1> sicd /(1) = 3. Atunci folosind definitia
derivatei lui /' in punctul 3 = f(1), avem

1B+ ) -1 /
lim n(z, —1) = lim f n+1) f73) m

i .
n—oo n—00 p— n -+ 1

1 1 1

= (fil)/(?’) 1= (fil)/(f(l)) = 70 = 3-12+1 ~ 1

2. Problema 2

a) Consideram functia ¢ : [0,00) — R, g(z) = In(l 4+ x) — f(z). Cum functia
sint
141
| este derivabild pe (0,00) si continud pe [0,00). Rezultd cd ¢ este derivabild
pe (0,00) si continud pe [0,00). Folosind iar teorema Leibniz-Newton calculdm
: . . 1 sin @ 1l —sinx
derivata lui f si deducem ¢'(z) = _ 0 = i
1+ 14z 14+
real cu exceptia multimii izolate {2k7 + 7,k € N}. Rezultd cd g este strict

crescatoare pe [0,00) si ca urmare g(z) > ¢(0) = 0, pentru orice x > 0. lar

aceastd ultima inegalitate este exact inegalitatea din enunt.
o o sin
b) Am folosit deja la punctul a) c3 f'(z) = T Vo > 0. Deoarece 1 + z > 0
T

pentru x > (0, semnul acestei derivate este dat de semnul lui sin = si in concluzie
e f/(x) > 0 pe intervalele de forma (2km,2km + m) si implicit f este strict
crescdtoare pe intervalele de forma [2k7, 2k + 7|, k € N
o f'(x) < 0 pe intervalele de forma (2k7m + 7,2(k + 1)) si implicit f este pe
intervalele de forma [2km + 7,2(k + )|, k € N
c) Stim de la punctul b) cd f este strict crescatoare pe intervalul [0, 7] si strict
descrescatoare pe [, 27|. Atunci valoarea minim3 a lui f este f(0) sau f(27).
Vom demonstra cd f(27) > f(0) = 0, de unde rezultd c3 f(0) = 0 este valoarea

[0,00) 2t —

€ R este continud, conform teoremei Leibniz-Newton functia

> (), pentru orice
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minim3 a functiei f pe intervalul [0, 27]. Avem

2 s
fr) = / bmtdt
o L+t

" sint T sint
= d dt schimbare de variabila ¢ = u + 7 In a doua integrala
o 1+t 14t
T sint " sin(u + )
= dt —du schimbare ¢t = u in prima integrald, sin(u + 7) = —sinu
o 141 o l+u+m

T sinu T sinu
_ / du—/ _smu g,
0 1+U 0 1+U+7T

/7r Tsinu p
- u
o (I+u)(l+u+m)
mTsinu _ _ ) -
(1+u)(l+u+mn) > 0 pentru orice u € [0, 7], integrand pe intervalul [0, 7]
u Uu m

rezultd cd f(27) =

Cum
Tsinu

du > 0, ceea ce Incheie demonstratia.
o ra)l+utm = '




