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1. Problema 1

a) Funcţia f este derivabilă pe R. Folosind formula de derivare a unui cât, avem

f ′(x) =
1 · (x4 + 3)− x(4x3)

(x4 + 3)2
=

3(1− x4)

(x4 + 3)2
, pentru orice x ∈ R.

b) Cum semnul lui f ′(x) =
3(1− x2)(1 + x2)

(x4 + 3)2
este dat de semnul lui 1− x2, avem

f ′(x)

{
< 0, x ∈ (−∞,−1) ∪ (1,∞)
> 0, x ∈ (−1, 1)

Observăm că lim
x→−∞

f(x) = 0 şi lim
x→∞

f(x) = 0. H[detalii]

Funcţia f este raţională cu gradul numitorului mai mare decât gradul numărătorului.

De asemenea, f(−1) = −1

4
, iar f(1) =

1

4
. Variaţia lui f poate fi sintetizată

ı̂n următorul tabel:

x −∞ −1 1 ∞
f ′(x) − 0 + 0 −
f(x) 0 ↘ −1

4
↗ 1

4
↘ 0

Valoarea minimă a lui f este −1

4
, iar valoarea maximă este

1

4
. În plus f este

continuă, deci are proprietatea lui Darboux şi va lua toate valorile dintre −1

4
şi

1

4
.

Prin urmare, imaginea lui f este

[
−1

4
,
1

4

]
.

c) Pentru orice x ∈ R, avem |1 − x4| ≤ 1 şi
1

(x4 + 3)2
≤ 1

9
. Atunci |f ′(x)| =

3|1− x4|
(x4 + 3)2

≤ 3

9
=

1

3
, pentru orice x ∈ R.

Fie x, y ∈ R fixate. Dacaă x = y, atunci inegalitatea din enunţ este evidentă.
Studiem cazul când x 6= y. Putem presupune fără restrângerea generalităţii că
x < y. Cum f este continuă pe intervalul [x, y] şi derivabilă pe (x, y), conform
teoremei lui Lagrange, există c ∈ (x, y) astfel ı̂ncât f(y) − f(x) = f ′(c)(y − x).

Atunci |f(x)− f(y)| = |f ′(c)||x− y| ≤ 1

3
|x− y| ≤ |x− y|.
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2. Problema 2

a) Avem∫ 1

0

(f(x)− 2)ex2

dx =

∫ 1

0

(x3 − 3x)ex2

dx

=
1

2

∫ 1

0

2x(x2 − 3)ex2

dx schimbare de variabilă y = x2

=
1

2

∫ 1

0

(y − 3)eydy

=
1

2

∫ 1

0

(y − 3)(ey)′dy integrare prin părţi

=
1

2
(y − 3)ey

∣∣∣1
0
− 1

2

∫ 1

0

eydy

= −e +
3

2
− 1

2
ey
∣∣∣1
0

= 2− 3e

2

b) Pentru calculul acestei integrale avem nevoie să scriem funcţia raţională de integrat
ı̂n fracţii simple. Descompunem mai ı̂ntâi numitorul

f(x) = x3 − 3x + 2 = x3 − x− 2x + 2 = x(x− 1)(x + 1)− 2(x− 1)

= (x− 1)(x2 + x− 2) = (x− 1)(x− 1)(x + 2) = (x− 1)2(x + 2)
Căutăm a, b, c ∈ R astfel ca pentru orice x ∈ R \ {−2, 1} să avem

x2 + 4

x3 − 3x + 2
=

a

x− 1
+

b

(x− 1)2
+

c

x + 2

=
a(x− 1)(x + 2) + b(x + 2) + c(x− 1)2

(x− 1)2(x + 2)

=
a(x2 + x− 2) + b(x + 2) + c(x2 − 2x + 1)

(x− 1)2(x + 2)

=
(a + c)x2 + (a + b− 2c)x + (−2a + 2b + c)

(x− 1)2(x + 2)
Identificând numărătorii, obţinem sistemul a + c = 1

a + b − 2c = 0
−2a + 2b + c = 4

Adunând toate ecuaţiile obţinem 3b = 5, de unde b =
5

3
. Substituind această

valoare a lui b, primele două ecuaţii ale sistemului devin{
a = c = 1

a − 2c = −5

3
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Scăzând din prima ecuaţie pe cea de a doua, obţionem c =
8

9
. Substituind ı̂n

oricare din cele două ecuaţii găsim şi a =
1

9
.

Integrala din enunţ se scrie atunci∫ 0

−1

x2 + 4

f(x)
dx =

∫ 0

−1

(
1

9
· 1

x− 1
+

5

3
· 1

(x− 1)2
+

8

9
· 1

x + 2

)
dx

=

(
1

9
ln |x− 1| − 5

3
· 1

x− 1
+

8

9
ln |x + 2|

) ∣∣∣0
−1

=
7

9
ln 2 +

5

6

c) Funcţia g este derivabilă fiind primitiva unei funcţii continue şi avem g′(x) =

f(x)ex2
= (x−1)2(x+ 2)ex2

, pentru orice x ∈ R. Singurul punct unde derivata se
anulează şi are şi schimbare de semn este x = −2. Pentru x < −2 avem g′(x) < 0

şi pentru x > −2 avem g′(x) > 0, deci ı̂n x = −2 funcţia g are un minim global.
Comentariu. Bănuim că prin ’puncte de extrem’, ni se cer de fapt abscisele
punctelor de extrem. Valoarea lui g(−2) nu se poate calcula fără metode de aproxi-
mare numerică.
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