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1. Problema 1

Cum functia [ este continud pe tot domeniul de definitie, iar punctul z = —2 unde
numitorul se anuleaza nu este punct de acumulare pentru domeniul de definitie
[0,00), rezultd c3 nu existd nici o asimptotd verticald la graficul lui f. Deoarece

li () =2 ficul lui f admite asimptota orizontala |y = 2 :
Tgrgof(x) , graficul lui f admite asimptota orizon aaspreoo

Demonstram c3 sirul (x,,),cn este marginit, mai exact vom arata prin inductie c3
0 < x, < 2 pentru orice n € N.
Verificarea. Conform enuntului 0 < 2 = x5 < 2.
. . o . 2z, + 1 .
Pasul de inductie. Presupunem ca 0 < xz,, < 2. Atunci z,., = ﬁ > 0 si
Tn
2x, + 1 -3 ) e
Tpyp —2 = ——— — 2 = < 0, deci z,.7 < 2. Conform principiului
T 42 "
inductiei matematice, z,, € (0, 2] pentru orice n € N,
v «  u . v o . 3
S& observam c3 | este strict crescatoare pe [0, 00), cici f'(z) = w127 > 0,
T
pentru orice x > 0.
o 2’10 + 1 5 . o o o A
Calculam 2z = ——— = — si notam cd xy > x;. Demonstram acum prin
= nt2 14
inductie ca x,,.1 < x, pentru orice n € N.
Verificarea. Am vazut c3 z; = 1 < 2 =x.
Pasul de inductie. Presupunem c3 x,,.; < x,. Folosind faptul ca f este strict
crescdtoare, rezultd cd x,.o = f(z,11) < f(z,) = x,11. Conform principiului
inductiei matematice, rezultd c3 sirul (x,,),cn este strict descrescator.
Fiind monoton si marginit, sirul (z,,),cn este convergent. Fie [ =lim x,.
n—oo
N TN . o . 20+1 9 .
Trecand la limita n relatia de recurenta obtinem [ = 112 < [ = 1. Cum sirul

are toti termenii pozitivi, rezultd ¢ [ > 0 si din ecuatia [> = 1, avem [ = 1.
Cum sirul (,,),en converge strict descrescator la 1, rezultd cd x,, > 1, pentru orice
n € N. Atunci

o QIH + 1 1 Ty — 1 T,

—1
0<xpy1—1= , Vn e N

= <
T, + 2 T, + 2 3

3n 3
Sirul (y,,)nen este strict crescator, deoarece v, 11 — U, = 01 — 1 > 0, pentru
orice n € N. De aici rezulta vy,, > vy pentru orice n € N. Pe de alta parte,

De aici se arat3 usor (prin inductie de exemplu) cd 0 < z,, — 1 <

Yo = o+ (1 —1D)+ (-1 +...+ (xr,— 1)
< xo+l+l+...+i:2+l-17% <2+}-L:§
3 32 3n 3 1-— § 31— % 2
Am demonstrat c3 sirul (v,,),cn este monoton si marginit. In consecintd, este si
convergent.
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2. Problema 2

3
0

a) Avem /2 f(z)dx = / (14 cosz)dr = (zx +sinx)’ = g + 1|
0 ‘ 0

= z+sinz, avem F(x) = z(z +sinx).

b) Fie z € R. Cum / f(t)dt = (t+sint)
0 0
Atunci F'(—z) = (—x)(—x+sin(—z)) = z(z+sinz) = F(z), pentru orice = € R,
adica F' este functie para.
c) Considerdm functia g : [0,00) — R, g(z) =z +sinz. Cum ¢'(x) =1+ cosz >0

. : D 3T
pentru orice © > () cu exceptia mulfimii izolate de puncte {2/{% + > k e N},

rezult c¥ ¢ este strict crescitoare pe [0,00). In plus, avem si g(z) > ¢(0) =
0, V& > 0. Functia h : [0,00) — R, h(x) = z este de asemenea strict
crescatoare si pozitiva. Produsul a doua functii strict crescatoare si pozitive este
strict crescatoare, deci F'(x) = h(x)g(x) este strict crescatoare pe [0, 00). Stim de
la punctul b) cd F' este o functie pard, deci deducem c3 I’ este strict descrescatoare
pe (—oo,0].




