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1. Problema 1

a) Cum funcţia f este continuă pe tot domeniul de definiţie, iar punctul x = −2 unde
numitorul se anulează nu este punct de acumulare pentru domeniul de definiţie
[0,∞), rezultă că nu există nici o asimptotă verticală la graficul lui f . Deoarece
lim

x→∞
f(x) = 2, graficul lui f admite asimptota orizontală y = 2 spre ∞.

b) Demonstrăm că şirul (xn)n∈N este mărginit, mai exact vom arăta prin inducţie că
0 < xn ≤ 2 pentru orice n ∈ N.
Verificarea. Conform enunţului 0 < 2 = x0 ≤ 2.

Pasul de inducţie. Presupunem că 0 < xn ≤ 2. Atunci xn+1 =
2xn + 1

xn + 2
> 0 şi

xn+1 − 2 =
2xn + 1

xn + 2
− 2 =

−3

xn + 2
< 0, deci xn+1 < 2. Conform principiului

inducţiei matematice, xn ∈ (0, 2] pentru orice n ∈ N.

Să observăm că f este strict crescătoare pe [0,∞), căci f ′(x) =
3

(x+ 2)2
> 0,

pentru orice x > 0.

Calculăm x1 =
2x0 + 1

x0 + 2
=

5

4
şi notăm că x0 > x1. Demonstrăm acum prin

inducţie că xn+1 < xn pentru orice n ∈ N.

Verificarea. Am văzut că x1 =
5

4
< 2 = x0.

Pasul de inducţie. Presupunem că xn+1 < xn. Folosind faptul că f este strict
crescătoare, rezultă că xn+2 = f(xn+1) < f(xn) = xn+1. Conform principiului
inducţiei matematice, rezultă că şirul (xn)n∈N este strict descrescător.

Fiind monoton şi mărginit, şirul (xn)n∈N este convergent. Fie l = lim
n→∞

xn.

Trecând la limită ı̂n relaţia de recurenţă obţinem l =
2l + 1

l + 2
⇔ l2 = 1. Cum şirul

are toţi termenii pozitivi, rezultă că l ≥ 0 şi din ecuaţia l2 = 1, avem l = 1.
c) Cum şirul (xn)n∈N converge strict descrescător la 1, rezultă că xn > 1, pentru orice
n ∈ N. Atunci

0 < xn+1 − 1 =
2xn + 1

xn + 2
− 1 =

xn − 1

xn + 2
<
xn − 1

3
, ∀n ∈ N

De aici se arată uşor (prin inducţie de exemplu) că 0 < xn − 1 <
x0 − 1

3n
=

1

3n
.

Şirul (yn)n∈N este strict crescător, deoarece yn+1 − yn = xn+1 − 1 > 0, pentru
orice n ∈ N. De aici rezultă yn ≥ y0 pentru orice n ∈ N. Pe de altă parte,

yn = x0 + (x1 − 1) + (x2 − 1) + . . .+ (xn − 1)

< x0 +
1

3
+

1

32
+ . . .+

1

3n
= 2 +

1

3
·

1− 1
3n

1− 1
3

< 2 +
1

3
· 1

1− 1
3

=
5

2

Am demonstrat că şirul (yn)n∈N este monoton şi mărginit. În consecinţă, este şi
convergent.
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2. Problema 2

a) Avem

∫ π
2

0

f(x)dx =

∫ π
2

0

(1 + cos x)dx = (x+ sinx)
∣∣∣π2
0

=
π

2
+ 1 .

b) Fie x ∈ R. Cum

∫ x

0

f(t)dt = (t+ sin t)
∣∣∣x
0

= x+ sin x, avem F (x) = x(x+ sin x).

Atunci F (−x) = (−x)(−x+sin(−x)) = x(x+sinx) = F (x), pentru orice x ∈ R,
adică F este funcţie pară.

c) Considerăm funcţia g : [0,∞)→ R, g(x) = x+ sinx. Cum g′(x) = 1 + cos x > 0

pentru orice x > 0 cu excepţia mulţimii izolate de puncte

{
2kπ +

3π

2
, k ∈ N

}
,

rezultă că g este strict crescătoare pe [0,∞). În plus, avem şi g(x) ≥ g(0) =
0, ∀x ≥ 0. Funcţia h : [0,∞) → R, h(x) = x este de asemenea strict
crescătoare şi pozitivă. Produsul a două funcţii strict crescătoare şi pozitive este
strict crescătoare, deci F (x) = h(x)g(x) este strict crescătoare pe [0,∞). Ştim de
la punctul b) că F este o funcţie pară, deci deducem că F este strict descrescătoare
pe (−∞, 0].
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